项目名称：可压缩Navier-Stokes-Korteweg方程及相关方程的定性分析
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项目简介：
可压缩Navier-Stokes方程能够描述液体和空气这样的流体物质的运动，是现代非线性偏微分方程的主要研究对象。后来，为了考察水汽混合流体运动中由扩散截面引起的相移动，欧洲化学家Van der Waals在1894年观察到两相流的密度梯度能够描述这种扩散截面，进而1901年欧洲物理学家Korteweg在经典可压缩流体方程中引入了扩散张力项。根据这些，美国应用数学家Dunn和Serrin在1980年利用二阶梯度方法，写出了完整的可压缩Navier-Stokes-Korteweg方程。本项目主要对可压缩Navier-Stokes-Korteweg方程及相关方程进行定性分析，建立了若干重要的理论框架，发展了一些重要的数学问题分析方法，研究了度量满足一类张量方程的拟Einstein流形。项目完成人多年来一直在这个方向开展研究工作，取得一系列深刻的、具有重要理论意义的研究成果。主要成果如下： 
1）研究了在半空间上粘性和毛细系数都依赖密度的一维可压缩Navier-Stokes-Korteweg方程的具大扰动无渗透初边值问题强解的适定性和渐近性态。首先利用压力、粘性和毛细系数的指数关系及方程的内涵结构，通过精细的能量估计，得到基本能量估计。进而构造若干巧妙的辅助函数，建立密度函数的正的上下界。根据这些，我们能够建立更高阶导数的能量估计。我们的方法为研究相关流体方程的具大扰动的初值问题和初边值问题解的适定性和性态分析提供了非常强的借鉴和参考。
2）研究了三维等熵和完全可压缩Navier-Stokes-Korteweg方程的初值问题强解的整体存在性和大时间行为。首先利用密度、速度场及温度的远场状态以及一维等熵和完全可压缩Navier-Stokes -Korteweg方程的结果，构造了它们的平面稀疏波。从而使用精细的能量估计和稀疏波的时间衰减率，证明了高维等熵和完全可压缩Navier-Stokes-Korteweg方程初值问题的平面稀疏波的稳定性。这些结果对同行研究其它相关具耗散结构的流体方程产生了积极地影响。
3）研究了三维可压缩Navier-Stokes-Korteweg方程在全空间或者周期区域上的局部光滑解的零马赫数极限。基于三维可压缩Navier-Stokes-Korteweg方程的局部存在理论，首先建立了可收敛性原理。然后我们证明了当马赫数足够小时，三维可压缩Navier-Stokes-Korteweg方程的初值问题在相应的不可压缩Navier-Stokes方程具有光滑解的时间区间内具有唯一的光滑解。同时，我们还得到了这个光滑解收敛到不可压缩Navier-Stokes-Korteweg方程光滑解的收敛率。我们的方法能够解决其它可压缩流体方程的零马赫数极限和相关方程的极限分析。
4）研究了拟Einstein流形第一非零特征值、数量曲率的空隙估计。首先建立了一个光滑度量测度空间上Neumann热核的比较定理，然后借助于这个比较定理、Min-Max方法、Bochner公式、极大值原理以及拟Einstein流形的一个直径估计，得到拟Einstein流形第一非零特征值的一个上下界估计。最后，在充分利用拟Einstein流形的度量满足的张量方程的基础上，借助于对势函数的点态和积分估计，得到数量曲率的上下界估计以及拟Einstein流形的一个刚性结论。
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